Dodatek A

WHtasnosci macierzy sasiedztwa
grafow prostych

Na poczatek przypomnijmy, ze macierza sasiedztwa A = (a;j)nxn grafu prostego
o N wierzchotkach nazywamy macierz kwadratowa, w ktérej element a;; = 1, gdy
istnieje krawedZ miedzy wierzchotkami i oraz j, za$ a;; = 0 w przeciwnym wypadku.
Zwréémy uwage, ze w macierzy sasiedztwa grafu prostego, ktéry nie ma petli ani
krawedzi wielokrotnych, a;; = 0 dla kazdego i. Macierz sasiedztwa grafu prostego
ma wiele interesujacych wlasnosci, m.in.:

+ Jest symetryczna, tzn. a;; = a;; dla kazdej pary ¢ oraz j.

+ Suma wszystkich elementéw w i-tym wierszu (jak réwniez w i-tej kolumnie)
. . . . . N N
jest stopniem wierzcholka i, czyli k; = 357 aij = 2252 aji.

+ Element (a”);; macierzy A* jest réwny liczbie réznych drég o diugosci x
pomiedzy wierzchotkami ¢ oraz j.

Ostatniag z wymienionych wlasnosci udowodnijmy metoda indukcji matema-
tycznej.

1. Przypadek x = 1 jest trywialny.

2. Rozpatrujemy drogi o dlugoséci z = 2 pomiedzy ¢ oraz j. Drogi takie mu-
sza przechodzi¢ przez wierzchotek v sasiadujacy réwnoczesnie z obydwoma
wierzchotkami, to znaczy a;, = a,; = 1 oraz a;,a,; = 1. Jesli wierzcholek v
sasiaduje tylko z jednym wierzchotkiem 4 lub j albo nie sasiaduje z zadnym
z nich, to a;ya,; = 0. Wynika stad, Ze liczba réznych drég o dtugosci z = 2,
ktérymi mozna dotrzeé z ¢ do j, wynosi Zi\;l @iy0yj 1 jest rowna elementowi
(a?);; macierzy A% = A x A.

3. Niech (a®1),, element iv macierzy A=) oznacza liczbe wszystkich drég
o dlugosci (z — 1) z wierzchotka ¢ do wierzchotka v. Jesli wierzchotek v
jest pierwszym sgsiadem wierzchotka j, to a,; = 1, w przeciwnym wypadku
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a,; = 0. Wynika stad, ze Zf}\f:l(az_l)waw = (a");; oznacza liczbe drég o dlu-
gosci ¢ pomiedzy ¢ oraz j, co konczy dowdd.

Powyzej oméwiona wlasnosé macierzy sasiedztwa umozliwia nam przedstawie-
nie w elegancki spos6b kilku kolejnych wlasnosci graféw prostych:

+ Catkowity stopien grafu, K =), k;, wynosi

=2F = Za” = Z Vs = Tr A2, (A1)

gdzie Tr A = ), a;; jest Sladem macierzy.
- Calkowita liczba petli o dlugosci 3 w grafie (czyli tréjkatéw) wynosi

Ny = % S (a);; = Ted®. (A.2)

%

+ Calkowita liczba polaczonych tréjek wierzcholkéw (czyli drég o diugosci 2)

Wynosi
1

T =23 (@) = Zk (ki (4.3)

i#j

+ Wspélezynnik gronowania grafu prostego (2.14) jest zatem opisany wzorem

1 (@i
C = 95 (@) (A.4)

« Odlegtos¢ d(i, j) miedzy wierzchotkami i oraz j jest najmniejsza liczba z, dla
ktérej element (a®);; macierzy A® jest rézny od zera

d(i,j) = min {z : (a®);; # 0}. (A.5)



